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§D.序
固体理論は結晶のもつ構造の周期性を足掛 りに して,めざましい発展を遂
げてきた c Lか し自然界には,合金.混晶,無定形物督.乃至は生体高分子
など,周棄和睦よりの著 しいずれをもっ委棄な物蟹が多 く存在す るC これ らの
諸物性を ミクロの立場か ら解明す るためには,周穎系よりのずれを単なる摂
動 と考えて取扱 うだけでは不十分である C
このよう芽 ミクロとマクロの橋渡 しは統計物理学に課せ られた役割である C
通常の統計力学においてほ与えられた一つの Hamiltonianで規定 され る
系の挿 々の状態の集団を考えるC上記alような不慮則乃至は非周期系にお い
ては東に稗 々の Haniユtolianで規定 される系の集団を考 え,その集団の陸





抽連 を見 出し.その特徴を捉えることであるぐ しか し理論が十分発達 してい
ない現在にあ-つては, このプログラムを実行するには何等かの譲歩 なしに は
不可能である｡ か くて異体的な実頻 とのつなが りに薫点をおく立場 ,論理的
なつなが りに喜点をお く立場とがあり得 るCここでは後者の立場に立 って話
を進めて行きたい O論理的なつなが りを重視す ることは,たとえ初期の段階
において具体的な実検 を説明出来なくて も,-歩一歩信頼 し得 る事実を集着
して行 くことは.異体的な系を見る上の着実な足単を築いて行 くことにな り,
これは理論家に与えられた一つの重大な任務 と信ず るか らで あるC







であるC われわれq)もつ確立された足場 はまだ梼 く小さい ′-
以下これを少 しく見て行 こうC
§1. 完全格子に於ける PointDefecも- 福子 グ リーン函数績
まず.抽和振動 をしている結晶格子を考えよう｡ 系はN臓の unit cell
より成り,各 cellは r欄の原子を含んでいるとする｡
この系を記述する Hamiltonianは次式で与えられる｡
H- I 〔怒 〕弓 pi･a ㊥αp,Pk;Plkf)u･x" k,uP,efk7,Pkα
〆klβ 日 .1)
ここで C .kは各々 unH cell及 び ceH 内での原子の番号を示 し, α,
βは各原子の変位の方向 (Ⅹ･y,a)を示 している｡ (1･1)の右辺第2項
に於ける ◎αp(紘 ;Crkl)は atomic force COnStan七と呼ばれ-◎
を結晶の po七tentialとした場合,次式で定義 さfyLる C




又･名 原子の変 位 と 運 動量の 成 分 ･ uαrPk).pp(e'kl) との問には次のI
交換関係が成立してい るe
〔uαrek),pβ(C.kt)〕-沌Saβ ∂pc.8kk･ (1･5a)





ここで変位 ua(ek) の時間依存性を次式で仮定 しよう〔
ua(ck;もー - ua(ek)e叫相 も
これに より運動方程式 (1･4)は
(1･5)
I 〔MekW28cc･8kk.∂ap -㊥αP(ek;C JkT)〕up(prk-)-De-k'P
これを行列形式で表わすと
(逼 W2- (E,) u = 0
変形 して
fg(伽2呈- 臼 ) il ,u - o
(1･6)のijは系の Dyna皿ical matrixと呼ばれ





従 って,系の固有振動を求める問題は Dynamicalmatrix の固有値問題
に帰着 されるo この S番 目の鹿有髄を α$2.鹿有ベク トルを Ⅴ(S)とすれば
iBV(S)= QJ2V(a)C 又 ,m雨 rix 畠で f個の独立 なN固有ベ ク トルの組S







かつ, 88- a B- ユが成立するO ただ し Bは 1鯖の転置行列であるO
次工 変位 u｡(ek)･運動量 pp(PTkl)を新 しい演算子 b:.bsを導
入す ることに より,次のように書き改めるo
l 1
uα(ek ) -(Bk, 2 ll,ws,M了Ⅴ'as'(pk , (bs･bLI ,ニ - .･8a)S
1 1
｡β｡拙 弓 き響 )72(Qs)了vSs'(e-k･= bTS宣 )--｡ ･8b)S
(1･5ab)の交換関係を用いると, b三, bsは次の交換国係を満たす こと
がわかる｡
〔bs.bI.〕- ∂ss.,〔bE,bs-〕 - 〔bs',bニTj - 0--1 1 19)
(1･8)(1.9)を用いると Hamiltonian (1･1) 紘
冒 - 之･h ws(bs+bs･ i )S
に書ける｡
任意の演算子 Dの統計車均は次式で与えられる｡
く 0>- Tr〔exp卜 βH)o〕/ Tr〔exp(-～PE)〕-- ---(1･11)
これにより
くbs> - く b+> -0S
くbs+bsT> - ∂ss.n(ws) 一一--一一一---一- A----T 小一-･--(1･12)
n(W)- 〔exp(帥 a,ト 1T l
が成立しているc
喝舞子 bs,bs+に対す る運動方程式は (1･10)を射 ､て･




従 って･Heisenberg表示での演笹子 bs(ち) bs+(ち)を次式の様に得る1
ことが出来る c
bJt)- exp(iもHAi-bs(0)expr-itBJ<i)-bs(O)exp仁 iwst)a
b言付 - exp(i七㌔ ぅ壷 lexp卜 itG/A)- b三(D)exp(iぴsH
(11141
完全結晶でのグリー ソ函数 は point defectを含む絶品の規準振動その
樽の dynamicalな性質を決定す る軽に乾草/な役割を果 しているC そこで,
次式で定蒸され る格子 ク i)-ソ函数 (Pl7LGFと略記)を導入 しようc
tl≡ (M Q''-⑳r l- J品-1(wP且- i)r l rM~ 1 日 .15)
一ヽ一
ここで B-BgIBであるか ら
(a,21-射 -1-(射 W21-鋸 盲)Ml= .8(W'ユーが -1盲
従 って
U-r㌃ 1iS(Q･2ユー 幻r l言応一1
(1･16)の行列要素をあ らわに書 くと,
1
uap (蝕 CTk.;む 2)- (Mik lL･ie ･k , - 2 i･S
(1･16)
v ia-(ek)昔 (e ･k')
2 2 ( 1･ 1 7 )
1'1･1い (1･17)の LGFを庸いて種 々の物理量を表わ し得 るC 例えば変
位の相関函数 は .
1
く細 石(oう> - (書目 ㌃1Bf之4
1
× < (b(t亘 b'(t旧 言(抽 言加 >{√有言 ig巾 1
-(喜)甘 謡 te-滴 も(汁 か e滝も軸流 rM- .
これを成分で表わすと,
-402-
悪 督 博 嗣
< uα(ek;ち)up (P 7k' ; ロ)>
??? ? ?
?
?? ilI--Ⅴ5㌧肘 昔 (頼 )也1
i言 iw s t(.+ns). eLWstnsl r1･.8-
(1･18)を時間について,Four土er変換すると









ここで最後の変形に障 L a(-a)- n(0)〕+ 1を用いた｡ 従 って sgn wの
記号が表われたのである｡
LGFの席数部分 を
〟U･ad(Ck;Cfk･;W2)-Pin=m Uaβ(Gk;elk-;W2- i5) (1119)E･-う0
とす ると,最終的には変位の相関函数rf)Fourier変換として
壬･;dt e叫iwt<u｡(ek吊 up,efk･ ;D)>
〟
- 2- rw) sgn w Uαβ(ek;e.汰,;W2)
が求まる｡
又,振動数 スペク トル は
1









ここで完全格子 (periodic latJice)の L CT,Fを求めてお こうC (完
全格子に対す る寵は肩に (0)を入れて表わす ことにす る｡ )
まず, periodic la互もiceであ ることにより
瑞 ,･ek;e･k･ --端 ,eic'k;0,汰.)■
蕃び
D'aob (ck; C fk リ -瑞 (p-p lk･0,近)I
が成立す る ｡
原子の乎衛の位置べク トルをⅩ(9k)とすれば
ユ 1,exp(-は C且(釦 }掲 (ek;C lkl)exp(i&1.A(o･kl"'㍉｢/り
- ∂転成･D諾い k,近-) 伸 22)
こ の ように鑑一表示に 移 った Dyna-micalMatrix a(O)を対角化 す るこ と
を 考 えようCこのための変換行列を道と〆 ると･完全格子 を故 -ているのだ
か らESの行列要素を S(Ck;良)≡ N ?exp(i鑑.X(ek))と して よいO
これに より
(追+♂ )S) (勘 衰㌦ - 折 釘 ∂i..鑑･
む鋸 の固有ベク トルを Wtj)(i;)とお くと
お (紅 W(j)(･k)-wJ?(A" ()')(a)
′





が成立す る｡ ただ し+はエル ミ





ッ ト共役r･-を示す C 従 って固有 ベク トルより伴





濁 ,ck･e･k･;W2-- 叛 鯨 了 TlN
x I
kJ'
exp〔ik･H ,Ckト X(efkl)〕舷 淀､濃 芋(･K'
W2- a･J?(･喝
(1･25)
今 までの結果を用いて,系が完全格子か らずれた場合を考察す る｡ 完全格
チ (周期系)に impurity atom を入れたことより生ずるずれを ∂Lで表
わす と, 日 ･6a)紘
舶 2 - ⑳ - i(0㌧ SL (1126)
のように書ける｡






















Impurityがある場合の LGF U は従 って





･U- (ト 音伸 ∂L-了 1着(o)
のよ うに変形 出来 る｡ (1･27)にPを演算 して,







pu = (pup)8LU伸 +pu (a) (I/ む･=5,8L= 8-L より)
これを 日 ･27)に用いて計算すると
U-U(0㌦ L,国 GLf(PU･P)8L謹 上 h7回 ‡
- びく0)十u tC)8叶 い rP･U回 p)摘 T l日揮 (..29)
Uを.singulaり こするものが固有羨勧数であるか ら TJ(0)に対応する周期系
のバ ン ドの列では 牛 29)によ｡ deも〔ユJ o)盲L〕- Oを満す 伽が系
の儲 有振動数 となるC これを変形 して deも〔伽2ユJu=(0坑 . 詔 〕 -0､と










poもential V(冗)を受けて運動 している電子に対す る Schr昌dinger方
程式は 一
Tj:
一言 ∇2 ¢十 両 - 瑚 (2･日
(2･1)で¢(冗)が結晶格子の格子点 (例えば simPle cubic)上でのみ
値をもつとす るC この近似により微分演算 v2は差分となり, (2･1)は次
のような差分方程式に変形できる｡
負? 5




ここで aは格子常数, aは Ⅹ-y,21方向を示 しているO (2.2)の ように変
形す ると, これは.振動子系の問厨に似ていることがわか るC
次に振動子系での Rosenstock-NewellModelを考えよ うO これは,
格子点 Ⅹ に 皿(Ⅹ)の質竜があ り,かつ異 った方向の振動は couple しない




(2(･5)式での右辺第 2項は固定点 馴 こあJるバネによるもので k(Ⅹ)はバ







皿(Ⅹ)Q'? ← -ー み E











出来る･-ここでは例 として一次元の chainの問罪を考えてみ ようC
まず振動子系での一次元 RosenStock-NeweユIModelは
- u2m(I)u(Ⅹ)-Kiu(Ⅹ十a).u(Ⅹraト 2u(xH (2･5)
これを次のような行列形式に書 くことが出来 るC
? ? ? ?? ? ?
? ? ?
:(x,'a'3三 戸 (~m(x'W.2'k(I"2謂-u(;x～'a,iy(2･6,
(2･6)右辺の行列は unimOduユar.つ まり de･U( )-1であるC (2･d)
をくり返 し用いれば任意の y(> Ⅹ)に対 して




























? ?? ?ー ?
































? ? ? ? ? ?




















§5. Random LIIlear Chainに於る Dysonの方法
Random ユa吊 iceでの格子振功スペク トルの厳密な計算を鼓初に試みた
のは Dvson (苧hys.Rev.2三 日95Sl.,15511であるC 彼の鞘扱いはn
数学的に複雑であるが,以後の発展の一つの契機となったので,その内容を
この節で解説lLようC 現在で も trivialでない不規則系の振動スペク トル
全体の厳密解はこれだけである｡
甘⊃delは一次元 Iinear chainを取 り上げているc modelに対する運
劫方程式は次式で与え られるc









y j - (} 2ト 1 ^ 2j ) PyJ･+1 + (1 2 j - 5 1 2 j - 2 ) 2 y j - 1





次に変数 zl. Z2,･･･ZN を次式で定義するc
● 1 1
z]･- 1 2)･2･ri+1- }･2j2- 1,Yj
これによ り (585)紘
1 10
y1 - 12)･三1 Z･- i ,ji2 Zj_1)
ここで Ⅹ1. X2. ,Ⅹ/-Nー 1を
x2]･- 1=Jyj' XPj i zJ･
とおけば前の 2式は
ユ 1





のように まとめて表示できる,=これを Dysoヱユre-OreSeIユtatlnnとい う O
従 って chalnの固有振動は次のような行列要素をもつ (2N-1)× (2N- 日
の行列 ∧ の固有値を求め ることに帰着す る｡
ユ
∧j+ 1,j - ∧1･.)I+1- ijJ? (5.8)
他の行列要素は全て zeroである C
行列 八 は明 らかに W- 0の固有値をもつC従 って残 りの鮎有髄は 士 GLl.∫
の (N-1)対であるc
次に 函 数 iA(p)で, wJ?≦ 〟であるような固有値の fraction を表わす
ことにしよう C 従 って M (∫-〕-1の ように規格化 してあるものとす るC 系












chainの ensembleを考 えて, (5･10)を enselnble a.verageす ると




Cog(1+Ⅹ〃)は real positユVe xで realである branc.h をとること
にす る｡ E<.i_(Ⅹ)は negative real axisを除いては analyt土Cであり,











Re‖ iwT l elm 3:'十 五十iE)〕-/･ D(P)dp- 1-班(ユ)
州 + .i 1(5Z.151
(5･15)に よりtQ (Ⅹ)がわかれば M (〟)がわか り,従 って系の振動 スペ
ク トルが求まることになる｡
Dyson は 拍(Ⅹ)として次式を糧た













後 に Bellman rphys.Rev.一週1 (1956㌦ も9コ が簡単な方法で (5114)
を導いたので,以下では Beiimanのや り方に従 って (5･14)を導出 しようc
Dysonの導出 した結果の式 (5･8)を用いると,問題は次'D Hermite∴行




りヱ1 C D ･･.･




ここで,次の Jacob ; 行列式を考 えるC
HN(ll=
i ipl 0 0 -･･-
仙 川 1 人 iFL2 0 ･････
0 -ifL2 A ijL5 ･･･.-
一拍 N-2 ]･
-l/iJ- 7






? ? ? ?? ?〔?
? ?
? ?? ? ? ? ? ? ?







HN(i) - 柏 肘 , ‖ ;P 2㌔ ･･〟N～ 1 ト p 弓H加J l_;〟SP 4 ･･P加- 1 )
(N≧ 5) (5･17a)
H l (A ) = l





















Ne禁 言 ccg HN(i ;pl .- PNJ
I N
= Pim - 1l Coダ(a'n + 日N-→∞ N n=1
N









- i-20才( 1+ ⅩwJ･?)
N lDJ･> O
1 2N- 1 1











- eim2LN Zeog(1+了 znr紺
((3･2ob1- (5･2Dc)に際 して, (5.19a)を用いたC 1
zn(i)





従 って これは Dysonの求めた式 (5･14)に一致する｡
具体的な Disorde'red chaユnの例 として Dyson は次の 2っの例 につい
て考察を行ったc
oType 王
2N個の p a r a m e も e r lJを独意 な Random Variabユeとし, そ の確 率
密度函数を G ( i ) と す る model｡ つまり.質巌とバネ常数 とが 後 塵 にか ら
みあっている m o d e l である｡
E(孤)の分布密度函数 を FnCf) と す るC充分に長 い chainを考えると

















tQ (Ⅹ1-2f F(冒 Cog (1+f)dE と求 められるo
O
nn
Dysonは G として Gn A`'-(:I ,,}n-1expト nn (n-1･2･.)杏
-414_
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用 いて,I?.(Ⅹ)を analyticに求めた C (即 C5･11
Type丑









0 1 2 5 4 5 6
2
W
図 5･1 自乗基準振動数の積分 スペ ク トル c
uu : -様な鎖
RR: )が expト )^ なる分布場数 を
もつ二不壊則鎖
-415-
